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1. Ecuaciones cubicas. Férmula de Cardano-Tartaglia.

Diofanto de Alejandria resuelve, en el siglo Il y sin seguir ningin método riguroso, las primeras
ecuaciones elementales. Posteriormente, en el siglo IX, matematicos drabes entre los que destaca
Al-Juarismi, se enfrentan con éxito y bastante rigor a numerosas ecuaciones de primer y segundo
grado.

No es hasta mediados del siglo Xl cuando el matematico indio Baskhara establece la famosa
formula general para resolver cualquier ecuacion de segundo grado:

—b++/b?—4ac

2a

ax’+bx+c=0 - x=
La obtuvo aplicando las identidades notables y completando para obtener el desarrollo de un
cuadrado y luego despejar:

- Para ello se multiplica por 4a:
4a-(ax’ +bx+c)=4a-0 — 4a’x’ + 4abx+4ac =0

- Selleva el término independiente al segundo miembro de la ecuacién:
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4a®x? + 4abx = —4ac

- Se suma b? en los dos miembros de la ecuacién:
4a°x* + 4abx + b* = —4ac +b?
- Se observa que el primer miembro es el desarrollo del cuadrado de una suma:
(2ax+b)* =b? —4ac
- Ya aparece una sola vez la incognita X y se despeja:

_h++/h%—
2ax+b = ++/b? —4ac — 2ax=-b++/b’—4ac » x= b b” —4ac

2a

Baskhara dedico a su hija Lilavati un libro con este mismo nombre. En él, se dirige a su hija con
ternura para ensefarle los secretos de las matematicas mediante ejercicios en verso.

¢Y existen férmulas similares para resolver ecuaciones de grado mayor que dos?

Habra que esperar hasta el siglo XVI para obtener la férmula que resuelve las ecuaciones de grado
tres. Se trata de una historia apasionante que transcurre entre Bolonia, Mildn y Venecia, con
secretos, retos publicos y traiciones.

A principios del siglo XVI, Scipione del Ferro, profesor de la Universidad de Bolonia, se enfrenta con
éxito a la ecuacion de tercer grado x°+ px+g =0, encontrando una férmula similar a la de la

ecuacion de segundo grado:

Fue un gran avance de las matematicas pero no se sabe el afio exacto en que se produjo, ni la forma
en que Del Ferro lo consiguid.

Del Ferro no comunicé a nadie su descubrimiento. Solo en su lecho de muerte, se la transmitid a su
yerno, Annibale della Nave y a su alumno veneciano Antonio Maria del Fiore.

En aquella época era costumbre entre los mas reputados matematicos, retarse a disputas publicas
en las que cada uno debia resolver los problemas planteados por el otro. El triunfo suponia un gran
prestigio y la posibilidad de optar a mecenazgo o a un puesto destacado en la Universidad.

Del Fiore, consciente del tesoro que poseia, retd al gran matematico veneciano Niccolo Fontana,
conocido por el sobrenombre de Tartaglia (quedo tartamudo a causa de un grave accidente que
tuvo de joven).

El reto entre ambos se produjo a principios de 1535. Cada uno tenia que presentar una lista de 30
problemas para que los resolviera su oponente. La lista quedaria sellada y depositada ante notario.
Después de esto, disponian de 50 dias para tratar de obtener las soluciones. Del Fiore propuso una
serie de problemas que solo era posible resolver si se conocia la citada formula. No obstante,
Tartaglia fue capaz de redescubrirla y vencié a Del Fiore.
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Gerolamo Cardano, posiblemente el mas famoso matematico de esa época, se dirige con su joven
ayudante, Ludovico Ferrari, al encuentro de Tartaglia para conocer los pormenores de tan magno
descubrimiento. Ante su insistencia, Tartaglia acaba revelando su secreto tras jurar solemnemente
Cardano no divulgarlo.

Cardano no contento con esto, decide visitar a Della Nave y estudiar los papeles péstumos de Del
Ferro. Y entre ellos, jencuentra el método operativo que desemboca en la formula! Se ve asi
liberado de su juramento a Tartaglia. El publicard lo descubierto entre los papeles de Del Ferro, no
lo revelado por Tartaglia.

El método encontrado lo refleja Cardano en su obra maestra de las matematicas del siglo XVI, el Ars
Magna.

Tartaglia no atenderd a razones y seguira una agria disputa de la que Cardano se desentender3,
dejando su defensa en manos de Ludovico Ferrari. Ambas partes no dudardn en imprimir sucesivos
carteles, que repartiran entre los matematicos de la época, tratando de defender su versién de los
hechos. Finalmente, Ferrari acabard venciendo en un reto publico celebrado en Milan a un ya viejoy
cansado Tartaglia.

Para obtener la formula de Cardano-Tartaglia para resolver la ecuacién cubica incompleta:
X} + px+q=0
. . . . 3_ .3 2 2 3
partimos de la identidad notable: (u+V)" =u®+3u®v+3uv’ +v
p , . 3
Se saca factor comun de los términos centrales: (U+V) =u®+3uv(u+Vv)+Vv°
. 3
Y operando para igualar a cero queda: (U+V) —3uv(u+v)—-u’-v’=0
Comparando con la ecuacién a resolver x>+ px+q=0
yllamando p=-3uv y q=-u®-V°

3 .z . s ,
(u+v) =3uv(u+Vv)—u®-v> =0, una solucién de la ecuacién seria: X=U+V
p q

Entonces se trata de encontrar los valores de U y v que cumplan esas condiciones, o sea, se trata
de resolver el sistema:

3w=-p — v=_P
3u
pY p®
ud+ve=— Ny u3+[_—) =—q , u’- =—q , 27u®-p*=-27qu°
q 3u f 27u® f P a

27u® +27qu—p®=0 que es una ecuacién bicuadrada en u®:

AL +,/729q? +108p°  —27q . J729¢% +108p°  —q +\/729q2 ,108p° _
N T 54 54 2

54 2 "\ 2016 2916
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2 3
Entonces un valorde u seria: U=} _—q+ [%j +(£j

2 3
Y un valor de Vv seria: V:S_—q— [gj +(£J
2 2 3

Entonces resulta que una solucién de la ecuacidénes X=U+V .

2 3
Por lo cual, lamando A = (%j +[§j , las soluciones son:

X+ px+q=0 — x=§/_—2q+\/Z+§/__2q_\/Z

A A sele denomina discriminante y segun su valor nos da los tipos de soluciones de la ecuacidn
cubica:

e Si A>0 laecuacion tiene una solucion real y dos soluciones complejas conjugadas.
e Si A=0 laecuacion tiene tres soluciones reales, dos al menos iguales.

e Si A<O0 laecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

Lo que sorprendié mucho a los algebristas del siglo XVI es que utilizando la férmula de Cardano-
Tartaglia para el caso de una ecuacidn cubica que tenga tres raices reales distintas, se topaban con
la raiz cuadrada de un nimero negativo. Esta situacion perpleja llevé a Rafael Bombelli,
contemporaneo de Cardano, a tener la “idea loca” (segun el mismo la llamd) de operar con esas
raices, a las que denomind “cantidades salvajes”, como si se pudiera, y llegd a la conclusién de que,
si se admitiese esas operaciones, se obtendrian las soluciones reales buscadas. De este modo,

introdujo los nimeros que posteriormente Euler denominaria “imaginarios”, llamando a /=1 =i )

unidad imaginaria.
Ejemplo 1. Resuelve la ecuacion x* —5x+6=0
’ ° (6) (-5) . 125 243-125 118
p=-5y Qg=6 - A= 42 2] +[ 2] =9-22= =
2 3 2 3 27 27 27

118 s L . . .
A= =7 >0 = La ecuacidn tiene una solucién real y dos soluciones complejas conjugadas.
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La raiz real la obtenemos aplicando la formula de Cardano-Tartaglia:

x:i/ﬂjL A+i/_—q—«/Z:3_—6+ %+3_—6— %:3—3+ ﬁ+3—3— %:—2,6891
2 2 2 27 2 27 27 27

Comprobamos por la regla de Ruffini que es solucidn de la ecuacion:

1 0 5 6
~2,6891 7,2313 -6
|1 —2,6891 2,2313 |0

—2,6891

_2,6891+ \/7,2313—8,9252 _ 2’6891+ \J-1,6939 _

X* —2,6891x+2,2313=0 +
2 2 2

=1,34455+ L E;939 =1,34455+0,65075i

X, =—2,6891
Las soluciones de la ecuacién x* —5x+6=0 son: |X, =1,34455+0,65075i
X; =1,34455-0,65075i

23 _,

Ejemplo 2. Resuelve la ecuacién x® —x —T =

N ACA
o1y q:ﬁﬂz[g) +(£j: 9 H 3. 1.1 1

9 2 3 7 3 81 27 27 27

A =0 = La ecuacién tiene tres soluciones reales y al menos una es doble.

Una de las raices reales la obtenemos aplicando la férmula de Cardano-Tartaglia:

Z\3

(T (B -
B

Comprobamos por la regla de Ruffini que es solucién de la ecuacioén:
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Lo g 2B
9
23| 248 4 23
3 3 3 9
243 1
1 — = 0
3 3 0
X+ %4120 > X= -_3 -3 _ Raizrealdoble
3 3 2 2 y4 3
Las soluciones de la ecuacién x3—x—¥=0 son: &z%, xzz_—;/g, XSZ__;/g

Ejemplo 3. Resuelve la ecuacion x* —6x+2=0

q 2 0 30N [ 63 ) ,
p=—6 Yy q=2 - A= E + E = E + ? =1 +(—2) :1—8:—7, A=-T7T<0=

La ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.

Aplicando la férmula de Cardano-Tartaglia:

ey B B = T 2T T 4T -
= -1+ Ti+ 31T

La peculiaridad sorprendente de la formula de Cardano-Tartaglia es que para hallar las tres raices

reales de la ecuacion se ha de hallar las raices cubicas de un nimero complejo:

Para hallar U= \3[—1+\/7i , pasamos el numero complejo a forma polar:

Médulo: I’=«/(—1)2 +(«/7)2 =\/1+_7=£

Argumento: « =arc tg [ig =arc tg (—ﬁ) =110.7048°

-1+ \/?i = \/§110.7048°
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— .3 — . _
110.7048°+k 360° - \/§ 110.7048°+k360° 2 110.7048°+k360°
3 3 3

%/—1+ N N . (3/\/§)

(K=0, U, =2 11070:= V23550160 = /2 (0536.9016°+i 5en36.9016°) =

3

=1.1309 + 0.84915i

K=1, U, =2 11070i0a60:= V215650160 = \/2 (C05156.9016° +i 5en156.9016°) =
= 4 3

=-1.30079+0.5548i

K=2, Uy =v2 110 7080720:= N 2265016 = /2 (08 276.9016° +i 5en 276.9016°) =

3

=0.16993-1.403961

Para obtener los valores correspondientes a v, despejamos de la ecuacion 3uv=-p , que es una

de las ecuaciones del sistema que se utilizd para deducir la férmula de las soluciones de las

ecuaciones cubicas incompletas como se vio anteriormente: V= W
u

Para u, =1.1309+0.84915i
_-p_ —(-6) 6(1.1309-0.84915i)

730, T 3(1.1309+0.849151) 3(1.1309+ 0.849151)(L 13090849151

B 2(1.1309-0.84915i) B 2(1.1309-0.84915i) B Z(l.l309—0.84915i) _1.1309—0.84915]

1.13092 —0.84915%i2  1.1309% + 0.849152 7

Para u, =—1.30079+0.5548i
-p —(-6) B 6(~1.30079-0.55481)

3u, 3(-1.30079+0.5548i) 3(—1.30079+0.5548i)(-1.30079—-0.5548i)

_ 2(-1.30079-0.5548i) 2(-1.30079-0.5548i) Z(-1.30079-0.5548i) —_1.30079—0.5548i

(~1.30079)° —0.5548%i%  (~1.30079)" +0.5548 Z

2

Para U, = 0.16993—1.403961
op ~(-6) B 6(0.16993+1.403961)

% 3u, 3(0.16993-1.40396i) 3(0.16993-1.40396i)(0.16993+1.40396i)

~ 2(0.16993+1.403961) 2(0.16993+1.40396i) 2 (0.16993+1.403961)
©0.16993% —1.40396%i>  0.16993% +1.40396% 7

=0.16993+1.403961

Entonces las raices son:

X, =u, +Vv; =1.1309+0.84915i +1.1309-0.84915i = 2-1.1309 = 2.2618
X, =U, +V, =—1.30079+0.5548i —1.30079 - 0.5548i = 2-(—1.30079) = —2.60158
X3 =U; +V, =0.16993-1.40396i +0.16993+1.40396i = 2-0.16993 = 0.33986
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X, =2.2618
Las soluciones de la ecuacién x*—6x+2=0 son: |X, =-2.60158
X; = 0.33986

Podemos observar que los valores de los v, son los complejos conjugados de los valores de los u; .
Esto es logico teniendo en cuenta que las soluciones u, +V, han de ser nimeros reales. Entonces en

estos casos, las raices reales de las ecuaciones son el doble de las partes reales de los nimeros
complejos resultantes de los u; .

Resolucion de ecuaciones cuibicas completas.

Para resolver la ecuacion clbica completa x® +ax® +bx+c =0 se hace el cambio de variable

X :t—g para reducirla a una cubica incompleta del tipo x*+ px+q =0 vy ya aplicar la férmula de

Cardano-Tartaglia para hallar las soluciones y luego deshacer el cambio de variable.

Ejemplo 4. Resuelve la ecuacion x> +3x* +2x—4=0

Para reducirla a una ecuacidn cubica incompleta sin término cuadratico, se hace el cambio de
variable:

X +3x2 4+ 2x—4=0 25 (1-1)" +3(t-1)" +2(t-1)-4=0
t*+3t* (—1)+3t(-1)" +(-1)° +3(t’ —2t+1)+2t—2-4=0
2237 +3t—13C7 —6t+3+2t—6=0, t*—t—4=0

Aplicamos la férmula de Cardano-Tartaglia a la ecuacién: t*—t—4=0

2 3 2 3
p=1y q=4d > Az(ﬂj {E] =(—_4j +(—_lj o, L1081 107 107
2 3 2 3 27 27 27 27

La ecuacidn tiene una solucién real y dos soluciones complejas conjugadas.

tzi/_—qjt A+?\:/_—q—\/Z:3ﬂ+ ﬂ+3f— ﬂ:32+ @#‘2— /E:1.7963
2 2 2 27 2 27 27 27 =
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Comprobamos por la regla de Ruffini que es solucién de la ecuacioén:

1 0 -1 -4
17963 | 1.7963 3.2267 4
|1 17963 2,2267 [0

~1.7963+/3.2267 -8,9068 _ —1.7963 N J-5.6801
2 2 2

1/5.6801 .
2

t* +1.7963t +2,2267=0 — t=

=-0.89815+ i =-0.89815+1.19165i

Deshaciendo el cambio x=t—1, las soluciones de la ecuacién x* +3x*+2x—4=0 son:

X, =1.7963-1=0.7963
X, =—0.89815+1.19165i-1=-1.8982+1.19171i
X; =—0.89815-1.19165i—-1=-1.8982-1.1917i

Ejemplo 5. Resuelve la ecuacion 2x* —12x* +5x+4=0

La ecuacidn 2x° —12x*+5x+4=0 es equivalente a x> —6x> +gx+2 =0

Para reducirla a una ecuacién cubica incompleta sin término cuadratico, se hace el cambio de
variable:

x3—6x2+gx+2:0 L)(t+2)3—6(t+2)2+g(t+2)+2:0
t3+3t2-2+3t-22+23—6(t2+4t+4)+gt+5+2:0

t3;¢76f‘(+12t+876‘f‘(—24t—24+gt+7:0 , t3—%t—9:0

. . ., 19
Aplicamos la férmula de Cardano-Tartaglia a la ecuacién: t® —?t -9=0

3

-19
2 3 2 R
p:—_19 y gq=-9 - A= q N Py —_9 N 2 :8_1_6859:4374—6859:—2485
2 2 3 2 3 4 216 216 216
A= _sjgf) <0 = La ecuacion tiene tres soluciones reales distintas.
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Aplicando la formula de Cardano-Tartaglia:

X:§/ﬂ+ A+i/—_q_@:39+ 72485 9 72485 _ 9 12485, 9 2485,

2 2 2 216 2 216 2 216 2 216
9 [2485. _

Para hallar 3 E+ 2—16I , pasamos el nimero complejo a forma polar:

. 9}’ 2485 2 81 2485 4J6859
Médulo: r= | = | +| ., |—— | =.]—+ —
2 216 4 216 216

,2485
Argumento: ¢ =arctg | ————— |=arctg 2485 =37.0069°
4374

16
9
2
9, \/2485 i \/6859
2 216 216 3700690
o9 2485 . 6859 5| 16859 6859
PR YT LTS = Y =\|3| 57a 37.00600 k3600 =
2 216 216 370069 216 |4, 00600 k3600 216 ————
3
19
= 6 37.0069°+k360°
19 19 .
069°= 4 /— =, /— (c0s12.3356°+isen12.3356°) =
6 0 6
3 12.3356

19
k=0, ulz\/%am
=1.7384+0.38021i

k=1, u,= \/E 57 0069%43600 = \/E = \/E (c0s132.3356°+i sen132.3356°) =
= 6 =5 \ 6 1323350 6

=-1.1984 +1.31541i

k=2, u,= \/E N \/E = \/E (cos 252.3356° +i sen 252.3356°) =
6 3 6 252.3356° 6

=-0.54-1.69561i

Para obtener los valores correspondientes a v, utilizamos la igualdad: v = ;_p .
u
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Para u, =1.7384+0.3802i

-19
—p ‘(zj ~ 19(1.7384-0.3802i)

3u, 3(1.7384+0.3802i) 6(1.7384+0.3802i)(1.7384—0.3802i)
_ 19(1.7384-0.3802i)  19(1.7384-0.3802i) 19 (1.7384-0.3802i)

1

=1.7384-0.3802i

6(1.7384° —0.3802°%)  6(1.7384" +0.3802°) 19

Para u, =—-1.1984+1.3154i

19
-p _(zj B 19(-1.1984-1.3154i )

Y73y, " 3(-11984+131541) 6(-1.1984+1.3154i )(~1.1984—131541 )
19(-1.1984-1.3154i )  19(-1.1984-1.3154i)  14(-1.1984-1.3154i)

6((-1.1984)" ~1.3154°1°) 6((-1.1984)" +1.3154) ]

=-1.1984 -1.31541i

Para u, =—0.54-1.6956i

(=29
_—p 2 B 19(-0.54 +1.69561 )

3u, 3(-0.54-1.6956i) 6(-0.54—1.6956i)(—0.54+1.6956i)

__19(-0.54+16956i) _ 19(-054+1.6956i) _19/(-054+1.69561) ., . oo

6((~0.54)" ~1.6956%i*)  6((-0.54)" +1.69562) 19

Vs

Entonces las raices son:

t, =u, +V, =1.7384+0.3802i +1.7384—0.3802i = 2-1.7384 = 3.4768
t, =U,+V, =—1.1984+1.3154i ~1.1984 —1.3154i = 2-(~1.1984) = —2.3968
t, =U, +V, = —0.54 —1.6956i —0.54+1.6956i = 2-(~0.54) = —1.08

Deshaciendo el cambio x=t+2, las soluciones de la ecuacién 2x* -12x*+5x+4 =0 son:

X, =3.4768+2=5.4768
X, =—2.3968+ 2 =-0.3968
X, =—-1.08+2=0.92
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2. Resolucion de ecuaciones de grado cuatro. Férmula de Ferrari.

En 1540, Ludovico Ferrari, con el apoyo de su mentor Cardano, encuentra un método para resolver
ecuaciones de grado cuatro. El método requiere resolver una cubica por lo que Cardano publica la
resolucién de las cubicas y cudrticas en su libro Ars Magna.
Toda ecuacidén polindmica de grado cuatro se puede escribir de la forma:

X'+ px*+qx*+rx+s=0

Vamos a reducir la ecuacién cuartica en una ecuacién de grado cuatro donde no aparezca el

P

término de grado 3. Para ello se hace el cambio de variable X = y—z.

Partiendo de la ecuacién genérica reducida de grado cuatro:
x*+bx*+cx+d =0

vamos a tratar de expresar esta ecuacion como diferencia de dos cuadrados para después aplicar la
identidad notable: a*—b* =(a+b)(a—b).

Asi pues, se propone escribir la ecuacién como:
X' +bx* +ex+d =(x* + A)2 ~(Bx+C)’
Se desarrolla el segundo miembro:
(x2+A) —(Bx+C)" =x* +2Ax + A ~BZx* ~ 2BCx~C? =
=x*+(2A-B?)x* —2BCx+ A* - C*

Y se identifican coeficientes:
2 _— —

b=2A-B? B _Zf b

x“+bx2+cx+d=x“+(2A—BZ)x2—ZBC+AZ—C2 c=-2BC = BC:%

A2 2
d = A —C CZ — AZ _d
1\
Como (BC)2 =B?C? resulta: (?Cj =(2A—b)-(A2 —d)
Desarrollando queda la ecuacién cubica en A siguiente:

2 2
%=2A3—2dA—bA2+bd N 2A3—bA2—2dA+bd—%=0

Resolviendo la ecuacion cubica anterior se tiene un valor de Ay a partir de él se determinan los
valores de By C.

Con lo que la ecuacién cudrtica se puede expresar como:
(% +A) —(Bx+C)* =((x* + A)+(Bx+C))((x* + A)~(Bx+C)) =0
Con lo cual resolver la ecuacion de cuarto grado equivale a resolver dos ecuaciones de grado dos:
X' +bx® +cx+d =0 < ((x2+A)+(Bx+C))-((x2+A)—(Bx+C)):O
{xz +Bx+A+C=0
X’ —Bx+A-C=0
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Ejemplo 6. Resuelve la ecuacion x* —4x® —4x* +20x—-5=0

Para obtener una ecuacién equivalente a la dada sin término de grado tres, se efectua el cambio de
variable:

x=y—_74 , X=y+1.
(y+1)" —4(y+1)’ -4(y+1)"+20(y+1)-5=0
(v?+2y+1)-(y*+2y+1)-4(y*+3y* +3y+1)-4(y* + 2y +1)+ 20y +20-5=0

Y 429° + Y2 4290 +4y2 42y + Y2 + 2y +1 4 —12y? —12y —4—4y? 8y —4+20y +20-5=0
y* -10y* +4y+8=0

Se propone escribir la ecuaciéon como:

y*~10y? +4y+8=(y* + A) —(By+C)’
Se desarrolla y se identifican coeficientes:
y“—10y2+4y+8=(y2+A)2—(By+(3)2
(y2 +A)2 —(By+C)2 =y*+2Ay* + A —B?*y* —-2BCy-C* =
=y"+(2A-B?)y’-2BCy+ A’ -C?
y'-10y* +4y+8=y' +(2A-B?)y’ —2BCy+ A’ ~C*
-10=2A-B? B?=2A+10
4=-2BC = BC=-2
8=A?_C? C’=A’-8
Como (BC)2 =B2C? resulta: (—2)2 :(2A+1O)-(A2 —8)
4=2A°-16A+10A%-80
2A°—16A+10A*-80-4=0, A’+5A°-8A-42=0

Aplicando la regla de Ruffini:

1 5 -8 —42
3| -3 -6 42
11 2 -14 |0

Encontramos que una raiz de la cubicaes: A=-3
C?=A%*-8, C? =(—3)2 8, C?=1, C=+/1=+1,tomamos como valor: C=1

BC=-2, B1l=-2, B=-2

y*-10y? +4y +8=(y* -3) —(-2y+1)° =((y*-3)+(- 2y+1)) (v -3)-(-2y+1))=
=(v*-2y-2)-(y*+2y-4)
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y*—10y* +4y+8=0 < (y*-2y-2)-(y* +2y-4)=0

_2+412 2+2\/__ + 3
yoo2y-2-0 , y=2iva+8 2 2
2 2-12 _2-2\3
Y, = =1 \ﬂg
2 2
2420 24245
y2i2y—4=0 , y=_2EV4ri0 hTp e b
L 2 2-J20 -—2-25
Yy = 2\/_: 2\/_:—1—\/6

Deshaciendo el cambio de variable x =y +1, las raices de la ecuacion son:
x1:y1+1=1+\/§+1, xl:2+\/§
X, =y, +1=1-3+1, |[x,=2—-+/3
Xy = y3+1=—1+\/§+1 % =5

X, = y4+1:—1—J§+1, X, =5

Ejemplo 7. Resuelve la ecuacion x* —2x° +3x* +4x-10=0

Se hace el cambio de variable: x= y—_—2 , X= y+1 :

2
1 1Y 1Y 1
+=| -2/ y+=| +3|y+=| +4|y+—=|-10=0
(y zj (y zj [y 2J (y zj
(y2+y+£j-(y2+y+%j—2(y3+§y2+§y+%j+3(y2+y+%)+4y+2—10=0

y %fﬂ V27 4y y+ Y+ y+16/2f’—3y2—gy—%+3y2+3y+%+4y—8=0

119
yh+= y +6y—E =0
Se propone escribir la ecuaciéon como:
v+ = 3 5V +6y—%:(y2 +A)2 ~(By+CY’
Se desarrolla y se identifican coeficientes:
v+ 2 y? +6y—% (y2 +A)2 —(By+C)2

(v° +A) —(By+C) = y*+2Ay* + A’ ~B?y? —-2BCy -C* =
=y*+(2A-B?)y*-2BCy+ A’ -C’

Historia Resoluclon Ecunclones
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y +2y +6y—%:y4+(2A—BZ)y2—ZBCy+A2—CZ
3_oa-g? B2=2A-3
2 2

6= —2BC —  BC=-3
9 gz cropz 119
16 16

Como (BC)2 =B*C? resulta: (_3)2 :(ZA_g)_(Az _’_%j

119 . 3 357 3 119 . 645

9=2A%+ ?A——Az—— — 2A - A+ —A—gzo — 64A°—48A% + 476 A—645=0

2 32 2 8

Aplicando la regla de Ruffini:
64 -48 476 -645
% 80 40 645

64 32 516 |0

. i 5
Encontramos que una raiz de la cubicaes: A= Z

2
C =N+ 11169 C?= (Zj +%, C=+ 11464 i\/§:i3 , tomamos comovalor: C =3

BC=-3, B:3=-3, B=-1

3 119 (, 5Y 2
+ +6y——= +—| —(-y+3
y* 2y Y=1¢ (y 4j (-y+3)
119 5)? 2 5 5 17
+ +6 242 —(~y+3) = YAy 43| Yoy -3 = Yy +— |
y2y y16(y4](y)(y4yj£y4yj(yy4
119 17 7
‘1Y +6y-=—=0 Zoy+— ||y +y-—1|=0
S AR @(y y 4My y j
y, =—+2i
) 17 1+41-17 1+J-16 1+4i
4 2 2 2 y—i—zu
)
—_—1+ 2
2 A r7 128 12242 [T
e T S S 1
3/4=?_\/§
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. . . 1 ] .
Deshaciendo el cambio de variable x =y + =, las raices de la ecuacidn son:

1 1 .1 -
=y +—=—+21+—, =1+2i
=Y 2 2 2

11 1

X =Yy to=o-2+47,

1 -1 1
X3_y3+§:7+‘\/2+5, X3:\/2
1 -1 1
X, =Y+r=2 242, [, =2
4 y4 2 2 2 4

Ejemplo 8. Resuelve la ecuacion x* —12x* +55x* —114x+78=0

Para obtener una ecuacién equivalente a la dada sin término de grado tres, se efectlia el cambio de
variable:

(y+3)' —12(y+3)’+55(y+3)" ~114(y+3)+78=0
(y?+6y+9)-(y*+6y+9)-12(y*+9y* +27y+27)+55(y’ +6y+9)-114y 342+ 78 =0
y* $67° +9y? 167" +36y? +54y + 9y’ +54y +81_127° —108y’ —324y —324+
+55y% +330y +495-114y 342 +78=0

vy +y?-12=0

En este caso, la ecuacion cuartica se ha convertido en una bicuadrada.

y1=\/§
3/2:_\/§

Y, =2i
y2=—4, y=+J-4 =142 <3—

y2=3, y:i\/§<

o= 141448 -1+7
2 2

Yy =—2i

Deshaciendo el cambio de variable x =y +3, las raices de la ecuacién son:
x1:y1+3:J§+3, x1:3+J§

X, =Y, +3=—3+3, [X, -3-3

X, =Y, +3=2i+3,
X, =Y, +3=-21+3,
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3. Ecuaciones de grado superior a cuatro.

En el siglo XIX el joven matematico noruego Niels Abel demostré la imposibilidad de obtener una
férmula general que mediante radicales solucionen las ecuaciones algebraicas de grado superior a
cuatro.

A principios de ese siglo Paris era el epicentro de las matematicas occidentales. El pobre Abel crece
entre penurias en la lejana Oslo sin conseguir casi reconocimiento pese a sus asombrosos avances.
Se las arregla para visitar Paris durante seis meses, pero el azar (se pierde el trabajo mas importante

gue presenta a la Academia de Ciencias) y su modestia impiden que se le valore =
como merece. Cargado de deudas se ve obligado a volver a su pais y tratar de ke o
hacerse cargo de la desesperada situacién de su madre y hermanos. o~
L)

- "
Por fin, en 1830, la Academia reconoce su enorme mérito y le otorga el Gran Do ;
Premio de las Matematicas. Desgraciadamente, esto ocurre un afo después de

’ 4 . ~ T HE

su muerte, victima de la tuberculosis con solo 26 aios. ABEL
En el afio 2002, bicentenario de su nacimiento, el gobierno noruego creo el PRIZE

Premio Abel en su honor. Lo entrega anualmente el rey y tiene una cuantia
econdmica similar al Nobel. Dado que no existe Premio Nobel de Matematicas, este premio tiene un
prestigio similar.

Para grados superiores o iguales a cinco, el teorema de Abel especifica que no puede resolverse por
radicales cualquier ecuacién pero hay ecuaciones particulares que si pueden resolverse por
radicales. Por ejemplo, la ecuacién x° - x + 1 = 0 no puede resolverse mediante radicales, sin
embargo, algunas otras ecuaciones de quinto grado pueden ser resueltas mediante radicales, por
ejemplox’-x*-x+1=0.

El criterio preciso que separa aquellas ecuaciones que pueden ser resueltas mediante radicales de
aquellas que no, fue dado por un contemporaneo de Abel, Evariste Galois, y es parte de la Teoria
de Galois: una ecuacion polindmica puede ser resuelta mediante radicales si y solo si su grupo de

Galois es un grupo resoluble. Su enfoque revolucionario para abordar la resoluciéon de ecuaciones
de cualquier grado se apoya en unas estructuras abstractas, los grupos.

Evariste Galois fue otro genio incomprendido. Imbuido por los ideales de
la Revolucidn Francesa, crece en un Paris efervescente en el que ha de
sobrevivir al suicidio de su padre (objeto de calumnias infundadas) y al
rechazo a poder matricularse en la Escuela Politécnica.

Con sdlo 20 afios acepta un duelo a pistola. Ni siquiera sabe disparar,
pero su honor le impide rehusar. La noche de antes, consciente de que
son sus Ultimas horas, se afana a la luz de una vela escribiendo a toda prisa sus descubrimientos.
Intercalados entre ellos, su célebre “je n’ai pas le temps” (no tengo tiempo). Si se considera la
originalidad y la profundidad de las ideas que contiene, es uno de los documentos mas valiosos de
la historia. A la manana siguiente, una bala le perfora los intestinos causandole la muerte. éQué
hubiera sido capaz de conseguir si hubiera vivido tanto como Arquimedes (75 afios), Gauss (77) o
Newton (84)?

La imposibilidad de una solucién de quinto o mayor orden contrasta con la situacién de menor
orden, hemos visto en apartados anteriores que tenemos para ecuaciones cuadraticas, cubicas y
cuarticas, férmulas con radicales que las resuelven de forma general.

El teorema de Abel no afirma que las ecuaciones polindmicas de grado cinco o superior no tengan
soluciones o que no puedan ser resueltas. De hecho, si la ecuacion polindmica tiene
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coeficientes reales o complejos y permitimos soluciones complejas, entonces cualquier ecuacion
polinémica tiene soluciones; éste es el Teorema Fundamental del Algebra. Aunque estas soluciones
no siempre pueden ser calculadas exactamente con un nuimero finito de operaciones aritméticas,
pueden serlo hasta cualquier grado de exactitud deseado usando métodos numéricos tales como
el método de Newton-Raphson o el Método de la secante, y de ese modo no son diferentes de las
soluciones de las ecuaciones polindémicas de segundo, tercero y cuarto grado.

4. Resolucion de ecuaciones de grado cinco o mds.

Para resolver ecuaciones polindmicas de grado superior a cuatro se utilizan los métodos numéricos
recursivos, construyendo unas sucesiones de valores convergentes a cada una de las soluciones de
la ecuacion.

Antes veamos los siguientes teoremas que vamos a necesitar.
Teorema de Bolzano

Si f es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(a)- f(b) <0 entonces existe un punto

ce(ab) enelcual f(c)=0.

La cuestion es localizar las raices en subintervalos de [a,b]. Para ver que la raiz x, [a,,b ] <[a,b]

es Unica se puede garantizar viendo que f '(x) #0 en todo el intervalo [ai,bl]segun el teorema de

Rolle.

Teorema de Rolle

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado|a,b] , derivable en (a,b) y f(a)= f(b)

entonces existe un punto c (a,b) tal que f'(c)=0 .

Naturaleza de las raices de una ecuacidn polindmica. Regla de los signos de Descartes.

El nimero de raices reales positivas de una ecuacion polindmica con coeficientes reales igualada a
cero es, como mucho, igual al numero de cambios de signo que se producen entre sus coeficientes.

Y ademas, si el niUmero mayor posible no se alcanza, el nimero de raices positivas de la ecuacién
difiere de ella en un multiplo de 2.

Para determinar el posible nimero de raices negativas se puede obtener aplicando la anterior regla
a la ecuacion que resulta de hacer el cambio de variable X <> —x

Por el teorema fundamental del dlgebra sabemos que el nimero de raices en C de una ecuacién
polindmica coincide con el grado del polinomio y que si a+bi es una raiz compleja del polinomio,
su conjugada a—bi también es raiz de dicho polinomio, o sea, que el nimero de las raices
complejas es un multiplo de 2. Con todo esto se hace una tabla de la posible naturaleza de las
raices de un polinomio:

Raices

Posibilidades
R+ R— C Totales

P1
P2
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Ejemplo 9. Estudia la naturaleza de las raices de las ecuaciones:
a) x*-2x*+6x-9=0.

b) 6x°—12x"+7x®—x*-2x+1=0.

a) x*-2x+6x-9=0

Ordenada la ecuacion de mayor a menor grado, tomamos los coeficientes:

P(x) =x*-2x*+6x-9=0 P(=x) =(—X)" =2(—x)’ +6(-x)=9=x" +2x* ~6x-9=0
1 -2 +0 6 -9 1 2 +0 -6 -9
1 1 1 1
Hay 3 cambios de signo, por tanto, Hay 1 cambio de signo, por tanto, hay 1 raiz real negativa.
hay 3 0 1 raices reales positivas.

Rai
Posibilidades aices
R+ R - C Totales
P1 3 ) ; ;
P2 1 ) : ;

b) 6x°> —12x* +7x® —x*—2x+1=0

P(x) =6x" —12x* + X =x* =2x+1=0 | P(-x) = 6(—x)’ —12(—x)" +7(~x)’ = (-x)" =2(~x) +1=

6 -12 7 -1 -2 1 =—6%°—12x* - 7x* = x> +2x+1=0
ot VRN -6 -12 -7 -1 2 1
Hay 4 cambios de signo, por tanto, hay 1

«—
4, 2 0 0 raices reales positivas.

Hay 1 cambio de signo, por tanto, hay 1 raiz real negativa.

Posibilidades = R— Raiges C Totales
P1 4 1 0 5
P2 2 1 2 5
P3 0 1 4 5

Acotacion de las raices de una ecuacién polindmica

e Sisesunaraiz de la ecuacién P(x)=a X" +a, X" +...+ax+a, =0 entonces se verifica que

5| <1+ siendo A= max {|a,[,[a, -] ag |}

2]

Este resultado nos da una primera acotacién de los valores de las raices de la ecuacion. Si esta
acotacién no es muy buena se puede aplicar la siguiente regla para mejorar la acotacion de las
raices.
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e Teorema de cotas o regla de Laguerre:

Sea la ecuacion P(x)=a,x"+a, X" +..+ax+a,=0, con a, >0 y sean
C(x)=b, X" +b, ,X"? +...+bx+b, el cociente y R el resto de la division de P(x) entre x-—c.

-Sic>0,R>0y b >0 para 0<i<n-1, el numero real Ces una cota superior para las
raices de la ecuacion.

-Sic<0, b para 0<i<n-1y R van alternando los signos entonces el nimero real c es una
cota inferior para las raices de la ecuacion.

Ejemplo 10. Acotar los valores de las raices de la ecuacion: 2x* —9x® —x* +24x+12=0.

Sabemos que |s|<1+A con A=max {[a|} :>|s|<1+2—24:13

a,|
Por tanto, cualquier raiz real del polinomio debe estar en el intervalo: (-13,13), se(-13,13)

Como la acotacién no es muy buena podemos aplicar la regla de Laguerre:
2 9 -1 24 12

8 4
2 -1 5

4

Como para c=4 se obtiene valores negativos consecutivos en el cociente, no se puede garantizar
gue c=4 sea una cota superior de las raices.

2 9 -1 24 12
10 5 20 220
\2 1 4 44 232

5

Como todos los valores del cociente y resto son positivos se puede garantizar que una cota
superior de las raices es c=5.

No se ha de confundir que la regla de Laguerre no nos garantice que 4 sea una cota superior de
las raices y 5 si lo sea, con que la ecuacidn tenga una raiz en el intervalo ]4,5[. O sea, 4 puede ser
una cota superior para las raices aunque la regla de Laguerre no lo garantice. De hecho lo es,
pues la mayor de las raices positivas es x=3.561552....<4.

Tanteamos ahora una posible cota inferior por la regla de Laguerre:
2 -9 -1 24 12

-2 11 -10
|2 -11 10 14

-1

Como para c=-1 no se obtiene signos alternativos del cociente, no se puede garantizar que c=-1
sea una cota inferior de las raices.

-2 -4 26 -50 52

\2 13 25 -26 64

‘2 9 -1 24 12

Como todos los valores del cociente y resto van alternando sus signos se puede garantizar que
una cota inferior de las raices es c=-2.

Por tanto, las raices de la ecuacién estan en el intervalo ]-2,5[.
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5. Resolucion numérica de ecuaciones. Método de Newton-Raphson.

Los métodos de resolucion numérica son métodos iterativos, es decir, procedimientos que generan
una sucesion, {x.} talque Lim X =s donde s es alguna solucién de la ecuacion.

n—owo

A la hora de aplicar un método de resolucién numérica es importante tener en cuenta los siguientes
aspectos:

Existencia y unicidad de solucion.

La existencia de solucidn queda garantizada en la mayoria de los casos por el teorema de Bolzano
gue nos permite, ademas, determinar un intervalo en el que hay al menos una solucién de la
ecuacion f(x)=0.

El siguiente resultado, basado en el teorema de Rolle, nos ofrece un método util para ver si la
solucion es Unica en el intervalo [a,b]:

“Si f:[a,b] >R escontinuaen [a,b], f(a)f(b)<O y f es derivable en (a,b) con
f'(x) #0, Vx € (a,b) entonces existe un unico ¢ € (a,b) tal que f(c)=0.”

Convergencia del método.
Al aplicar un método numérico obtenemos una sucesion de valores {x } que van siendo cada vez
mejores aproximaciones de la solucion. Diremos que el método es convergente si {x } —»s, siendo s

la solucién de la ecuacion f(x)=0.

Orden de convergencia.

Los métodos que mas interesan son aquellos que requieran un menor nimero de iteraciones para
proporcionarnos un valor aproximado de la solucidén exacta con la precisién deseada, es decir,
aquellos que tengan un orden de convergencia mas alto.

Método de Newton-Raphson.
El método de Newton-Raphson es sin duda el método mas conocido y utilizado para resolver de
forma aproximada una ecuacion del tipo f(x) =0 . Para poder aplicar este método es necesario

gue la funcion sea continua en el intervalo
[a,b] yque f'(X)=0 Vxe[a,b].

Se parte de un punto X, €[a,b], elegido
convenientemente (generalmente x, se
tomara préximo a la solucion buscada) y
se calcula la recta tangente a la grafica
y=f(x) enelpunto(X, f(X,)) cuya

ecuacién vendra dada por

y=f(%)+ F(x)(x=%).

Haciendo y =0 en la ecuacién anterior y despejando el valor de X se obtiene el punto

f(x .
X=X, —M en el que la recta tangente corta al eje OX.

(%)
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Tomamos dicho punto como primera aproximacion, es decir:

(%)
(%)

X=X

El procedimiento se repite ahora, considerando la recta tangente en el punto (Xl, f(xl)) y se

f(x)

obtiene el punto X, =X, ———+ .
(%)

Reiterando el proceso se obtiene una sucesién de puntos {Xn} dada por

)

L=X =0,12,....
f'(x,)

Para asegurar la convergencia de esta sucesidn, sera necesario hacer una eleccién adecuada del
punto inicial xo que dependerd de las condiciones que satisfaga la funcidon f en el intervalo [a,b].
En algunos casos xp podrd ser un punto arbitrario del intervalo [a,b] y en otros tendrd que ser un
punto suficientemente préximo a la soluciéon buscada. Geométricamente, habrd que evitar las dos
situaciones siguientes:

= Que alguna de las iteraciones, x, , caiga fuera del intervalo [a,b] con lo que podria no tener
sentido el cdlculo de la siguiente iteracion al estar x, fuera del dominio de definicion de la funcién
f. Por ejemplo, en el caso de la ecuacién X+ In(x) =0 tomando como punto inicial X, =3, el valor

de X, es negativo y no pertenece al dominio de definicién (0, +oo) de la funcién f(x) = x+In(x).

= Que el algoritmo quede inmerso en un ciclo, situacidon que puede aparecer si la funcién f
presenta puntos de inflexién en el intervalo [a,b].

Teorema. Condiciones suficientes de convergencia del método de Newton-Raphson.

Sea f :[a,b] —> R una funcidén continua en [a,b], si se cumple que :

i) f(a)-f(b)<O

i) f'(x)=0, Vxela,b]

iii) f"(x) no cambia de signo en todo el intervalo.

Entonces si partimos de cualquier punto inicial X, €[a,b] con la condicién de que

f (%) f"(X) >0, lasucesion {x,} dada por

L f)
n+1 n f ,(Xn)

n=012,...

converge a la solucion s de la ecuaciéon f(x)=0.
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, 1 1
Ejemplo 11. Resuelve la ecuacion x> —3x" — > X + 5" 0.

1 1
Llamemos P(x) = x> —-3x* —=x+=
2 8
Tratamos de encontrar los intervalos donde se encuentren las posibles raices reales del polinomio.

Buscamos un intervalo de acotacion: || <142 con A= max {|a;[} = |s| <1+$: 4

2|
Por tanto, cualquier raiz real del polinomio debe estar en el intervalo: 1-4,4[, s<€]-4,4[

Puesto que la funcidén polindmica P(X) es continua, aplicamos el teorema de Bolzano en distintos
subintervalos para ver los cambios de signo:

X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

P(x) | -1789.88 | -484.38 | -78.88 | -3.38 0.125 -2.38 -16.88 -1.38 254.13

v v \\ 4

Hay 3 cambios de signo de los valores de la funcién, por el teorema de Bolzano, al menos hay una
raiz real en cada uno de los intervalos ]-1,0[ ,]0,1[ vy 13,4 .

Aplicamos el método de Newton-Raphson en el intervalo ]—1,0[ tomando como punto inicial
Xo =—1.

Para los calculos reiterados se puede utilizar una calculadora que tenga la tecla

(valor anterior):

Se introduce primero el valor inicial x,: -1 E]

Como P'(x) =5x>-12x° —%, se introduce la formula: Ans—

pulsa la tecla E] .

Se obtiene el primer valor: X

Ans® —3Ans* —0.5Ans +0.125

5Ans* —12Ans®> —0.5

Pulsando sucesivamente la tecla E] se van obteniendo por iteracidn, las sucesivas
aproximaciones a la raiz.

También se puede utilizar una hoja de calculo:

. . . P(x)
| X, P(x) P'(x) X, =X P (x)
0 -1 -3,375 16,5 -0,795455
1 -0,795455 -0,9968587 7,541716 -0,663275
2 -0,663275 -0,2523599 3,969279 -0,599697
3 -0,599697 -0,0407305 2,734767 -0,584803
4 -0,584803 -0,0018790 2,484801 -0,584047
5 -0,584047 -0,0000047 2,472484 -0,584045
6 -0,584045 0,0000000 2,472453 -0,584045

Hemos encontrado una primera raiz real con seis cifras decimales: |)<1 =-0.584045|.
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Repetimos el método en el intervalo ]0,1[ tomando como punto inicial X, =0:

. . P(x)
| X, P(x) P'(x) X, = X 5 (x)
0 0 0,125 -0,5 0,250000
1 0,250000 -0,0107422 -0,667969 0,233918
2 0,233918 -0,0002408 -0,638623 0,233541
3 0,233541 -0,0000001 -0,637978 0,233541
4 0,233541 0,0000000 -0,637978 0,233541

En este caso con menos iteraciones hemos encontrado una segunda raiz real con seis cifras

decimales: |x, =0.233541].

Aplicamos el método en el intervalo ]3,4[ tomando como punto inicial x, =3:

. . _ . P(x)
| XI P(XI) P (X|) X|+1 XI P'(Xi)
0 3 -1,375 80,5 3,017081
1 3,017081 0,0317793 84,236944 3,016703
2 3,016703 0,0000158 84,153376 3,016703
3 3,016703 0,0000000 84,153334 3,016703

Al estar la raiz muy proxima al valor inicial dado, se han necesitado menos iteraciones para llegar al

valor de la raiz con seis cifras decimales: |x, =3.016703|.

Para hallar las otras dos raices de la ecuacién de grado 5 podemos aplicar la regla de Ruffini a partir

de las 3 raices reales halladas:

1 -3 0 0 -0,5 0,125
-0,584045 -0,584045  2,093245  -1,222550 0,714024 -0,125

1 -3,584045  2,093245  -1,222550 0,214024 0
0,233541 0,2335409 0,78247982 0,30611725 -0,214024

1 -3,350504  1,310765 -0,916433 0
3,016703 3,0167033 1,00697891 0,916433

1 -0,333801  0,303786 0

Y se resuelve la ecuacién:  x?—0.333801x+0.303786 =0

,  0-333801+ 1/0.333801° —41-0.303786 _ 0.333801++~1.103721
2 2
0.333801+1.050581i /X, =0.1669 +0.525291i
- 2 - <x5 =0.1669 - 0.525291i

Historla Resoluclén Ecuaclones
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L 1 1 . , , .
Por tanto, la ecuacién P(x) = x> —3x* —§X+§ =0 tiene 3 raices reales y 2 raices complejas

conjugadas:

’ ’ ’

|, =—0.584045

X, =0.233541

X, =3.016703

7

|x, =0.1669+0.525291i

X, =0.1669—0.525291i|

Se puede ver la resolucién grafica de la ecuacién aplicando el método de Newton-Raphson, en
Geogebra, pulsando en estos enlaces:

https://www.geogebra.org/m/gybmcrad, https://www.geogebra.org/m/zxrbvr7v

La ventaja de los métodos numéricos de resolucion de ecuaciones es que son vdlidos para
cualquier ecuacion, no solamente para las ecuaciones polindmicas.

Ejemplo 12. Encuentra la raiz real de la ecuacién /x - sen(x)—x*+2=0.
Llamemos f (X) =/X -sen(x) —x° +2
Tratamos de encontrar los intervalos donde se encuentren las posibles raices reales de la funcién.

Puesto que la funcidon f es continua en su dominio de definicién [0,+x), aplicamos el teorema de
Bolzano en distintos subintervalos para ver los cambios de signo:

X 0 1 2 3 4
f (x;) 2 1.84 -4.71 -24.76 | -63.51

A\ 4

Hay 1 cambio de signo de los valores de la funcién, por el teorema de Bolzano, al menos hay una
raiz real en el intervalo]1, 2[.

Aplicamos el método de Newton-Raphson tomando como punto inicial X, =1.

1
Sabiendo que f '(X) =——"-sen(x) +\/;~Cos(x) —3x? y utilizando una hoja de célculo, obtenemos:

24x

. . f(x)
| X. f(x) f'(x) X, =X (%)
0 1 1,8414709848 | -2,0389622017 1,903141
1 1,903141 | -3,5890215620 | -10,973325332 1,576073
2 1,576073 | -0,6595784141 | -7,0603796485 1,482654
3 1,482654 | -0,0463461975 | -6,0785643576 1,475029
4 1,475029 | -0,0002952046 | -6,0011990077 1,474980
5 1,474980 | -0,0000000122 | -6,0007012387 1,474980
6 1,474980 0 -6,0007012180 1,474980
7 1,474980 0 -6,0007012180 1,474980

Hemos encontrado la raiz real de la ecuacién con seis cifras decimales: |x; =1.474980.

Se puede ver la resolucion grafica de la ecuacidon aplicando el método de Newton-Raphson, en
Geogebra, pulsando en estos enlaces y cambiando la expresion que aparece por la de esta funcién:

https://www.geogebra.org/m/gybmcrad, https://www.geogebra.org/m/zxrbvr7v
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Ejemplo 13. Encuentra las raices de la ecuacion x* +x® + x> +x+1=0.

En este caso, se puede resolver por transformaciones algebraicas al tratarse de una ecuacién
palindroma.

Las ecuaciones palindromas (o reciprocas) son las ecuaciones polindmicas donde los coeficientes de
términos equidistantes de los extremos son iguales, lo que significa que se leen igual de derecha a
izquierda que de izquierda a derecha. Por ejemplo: ax* +bx® +cx* +bx+a=0.

Este tipo de ecuaciones se suelen resolver haciendo el cambio de variable y =x+—.
X

Como X =0no es una raiz de la ecuacién x* + x>+ x*+x+1=0, o sea, x =0, dividimos por x*:

4 3 2
X" +X+x"+x+1 O 1 1 1 1
. =—, X +Xx+l+=+=5=0, X’ + =S +x+=+1=0
X X X X X X

1
Se hace el cambio de variable y = X+ —:
X

2
yzz(x+l) , yZ:x2+2~/)(~i+i2 , y2:x2+i2+2 , y2—2:x2+i2
X X x X X

Se sustituye y se convierte en una ecuacion de segundo grado en y:

144/ 1+
x2+i2+x+l+1:0, y —2+y+1=0, y*+y-1=0, y= 14vi+d L£5
X X — 2 2

y?-2 y

. . 1
Deshacemos el cambio de variable y=X+—:
X

1+541+5-25-16 _ 145  y-10-25 _

4 4 4 -

X

, 2x2+(1—J§)x+2=0 X=

—1+\/§ \/10+2\/§.

X, = + [
4 4

L _1+B \10+2.5 .
4 4

1 -1++5
2

_—1+\/§+\/10+2\/§i_
4 ~ 4 B

2

1-5£1+5+25-16 _-1-45  y-10+25 _

4 4 4

X+=
X

, 2x2+(1+J§)x+2=0 X=

y :—1—J§+\/1o—2\/§i

_—1—\/§+\/1o—2\/§i_ ’ 4 4
4 ) . _1\5 y10-2V5 .

4 4

1 -1-+5
)

4
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6. Resolucion de ecuaciones utilizando la funcién W de Lambert.

Muchas ecuaciones exponenciales se resuelven utilizando logaritmos.

El logaritmo es la operacidn que consiste en encontrar el valor del exponente conociendo la base y
el resultado:

b*=a< x=log, a
Resulta que el logaritmo es la funcién inversa de la funcion exponencial:
f:R—(0,40), f(x)=b*(b>0,b=#1) « f*:(0,+0)>R, f*(x)=log,x

Y por tanto, las gréficas de ambas funciones son simétricas respecto de la bisectriz y = X, como se
muestra en el grafico:

y=b*

y=logs X

Utilizando logaritmos podemos resolver ecuaciones exponenciales como esta: 2*-10=0.
2* =10

y tomando logaritmos en los dos miembros de la igualdad y aplicando la propiedad del logaritmo de
una potencia, se llega a obtener la solucién:

log2* =log10 , xlog2=1, x L x=3,3219...

- log2

Vamos a ver otra operacidon menos conocida llamada producto logaritmo o funcion W de Lambert
gue nos va a permitir resolver otro tipo de ecuaciones donde aparecen potencias y exponenciales a
la vez, como por ejemplo: 2* —x=2.

La operacién producto logaritmo consiste en encontrar el mismo valor que aparece en el
coeficiente y el exponente de la potencia de base el nUmero e, conocido el resultado:

xe*=a < x=W(a)

Por ejemplo, que W(2)=0"8526... significa que ese es el valor por el que tengo que multiplicar a la
potencia de base e elevado a ese mismo valor para que dé 2, o sea que 0'8526e*%?° =2

Por tanto, la funcion W de Lambert es la funcién inversa de la funcién: y = xe*
f(x)=xe* < F1(X)=W(x)

Vamos a determinar el dominio y recorrido de la funcién W. Para ello estudiamos la monotonia y los
extremos de la funcion y = f (x) = xe*:
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f'(x)=e"+xe"=1+x)e* , L+x)e*=0, e"#0 1+x=0, x=-1
f'(-2)=-e?<0
f'(0)=e"=1>0
f'"(x)=e"+e*+xe*=(2+x)e* , 2+x)e*=0, e*#0 2+x=0, x
f"(-3)=-e°<0
f'(0)=2"=2>0

f es creciente en (—1,) e

-2

f es concavaen (—o,—2) )
Pto. Infl. en (—2,—2j = (—2,—0'27067...)
f es convexa en (—2,) e

Lim xe* = Lim —xe™ = Lim — = Lim _—X:L:O AH. por laizqda(x —>-x) y=0

X—>—00 X—>+00 x40 @* X—+0 @

Con estos datos el minimo relativo es minimo absoluto, por tanto:

Dom(f)=R, Recorrido(f):[%,mo), f:R—{%l&wj, F(x) = xe”

f es decreciente en (—oo,—1)> Min. rel. en (_1 _1) ~ (~1,-0'3678...

X

y=xe

05

AL ———— T oot (PR —1/e

-1

Entonces el dominio de definicidn de la funcién W de Lambert es el recorrido o rango de la funcidn

f, al ser lainversa de dicha funcion: Dom(W )=Rec( f )= [_—1,+ooj :
e

f:R—{%l,wo) , (X)) =xe" & W:[%,woj—ﬂ& , W)= (%)

_/
3 o+
./
R
s
y=xe* R
R4
2 ./
_/
() s/
".“/
PN L
N y=W(x
1 N
o, ;
7
.,.
_/
-1/e
= -2 | : 1 2 3 4
:/
. K
R
-/ ..'.
< «t -1
./
_/
./
./
i
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Observamos que la funcién f no es inyectiva en el intervalo (—o,0) , por ejemplo para el valor

y=-0,25 hay dos valores de X:

-1

-0,25

f(a)=-0,25
f(b)=-0,2 1
(0)=-0.25 x)=xe"
05
a b
_ 3 25 Y 15 ] 05 : 05 ]

-1
Por tanto, la funcién W para valores de X [—O} les pueden corresponder valores de Yy € [—1, 0]
e

o también valores de y e (—oo,—l) , como se muestra en el grafico:

ys
15 7
X ‘/'
= 7
| y=xe s
05 a
7
/:
= -25 -2 -15 -1 -05 : 05 1 15 2 25 3
n"
gor
./' :»0.5
Rd :
I
o -1
_/
e
s 5
e +15
rd :
./.
_/
7 =2
,
./‘
- 5
K4
. K
Sucede lo mismo que para las yod
funciones potenciales de exponente %
. s
par, por ejemplo ) o
y=X op

f:R—[0,4+0) , f(x)=x*,
la funcidn inversa se puede definir :

f:[0,400) >[0,40) , f7(x) =+JX
(o}
f:[0,400) =(=00,0], f™*(x)=—x

La grafica presenta dos ramas.
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También la grafica de W presenta dos ramas, y entonces la funcién W de Lambert se define como la
funcion inversa de la funcién f de la siguiente forma:

W, Z[%lﬁ-wj—)[—l, +0) , W, (x) = f(x)

f:R—)|:_—1,+OOj , f(X)=xe* &
€ Wl:[%,o)a(—w,—l) , W, () = (%)

y =W, (x) -3 -2 -1 1o 1 2

La W, se considera la rama principal y se suele escribir sin el subindice 0, W (x) =W, (x).

Las calculadoras convencionales si nos permiten hacer los calculos con logaritmos o razones
trigonométricas pero no tienen la funcién del calculo de W de Lambert.

Tendriamos que utilizar calculadoras online.
WolframAlpha utiliza el comando: Productlog(a)=Productlog(0,a)=W,y(a) y
Productlog(-1,a)=W_4(a).
Productlog(5)=Productlog(0,5)=W, (5)=1.3267...
Ejemplos: <Product|og(—0.25):W0(—0.25):—0.3574...
Productlog(-1,-0.25)=W (-0.25)=-2.15329...
Geogebra utiliza el comando LambertW(a)= LambertW(a,0)=Wy(a) y LambertW(a,-1)=W_,(a)

LambertW(5)=LambertW(5,0)=W, (5)=1.3267...
Ejemplos: LambertW(-0.25)=W, (-0.25)=-0.3574...
LambertW(-0.25,-1)=W, (-0.25)=-2.15329...

También podemos utilizar el método numérico de Newton-Raphson de resolucidn de ecuaciones
para calcular los valores de la funcién W de Lambert.

Por ejemplo, para calcular W(5), resolvemos la ecuaciéon xe* —5=0 pues la solucidn es:

xe* =5, W(xe")=W(5) , x=W(5)
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Utilizando este applet de Geogebra: https://www.geogebra.org/m/zxrbvr7v e introduciendo como
funcion f(x)=xe* -5 y tomando como punto inicial el valor x, =1, obtenemos que la solucién es

x=1,326725 =W (5) :

Método numérico de Newton-Raphson de resolucion de ecuaciones f(x)=0
25
fle)= zef =5 «— Puedes introducir otra ecuacion

N° itiraciones i = 10

®
15
. - f(x)
i - X f(x) - Xit1 = Xi Piox) 1
0| 1 2.2817181715 | 1.419699 '
1 | 1.419699 0.871694131 | 1.332595 |
2 | 1.332595 | 0.0516926160 | 1326749 | 05
3 | 1.326749 | 0.000215324 |  1.326725
| [ 4 [ 1.326725 | 0.0000000038 |  1.326725 |
25 [1.326725 0 1.326725 3 35 3 2s 2 s 1 05 o 05 2
6 | 1.326725 0 1326725 |
7 | 1.326725 0 1.326725 | 05
8 | 1.326725 0 1.326725
9 [1.326725 0 1.326725 |
10 | 1.326725 0 ? . -1
Rafz: x= 1.326725 o

s s s v .. -2
Mueve el valor inicial x, para encontrar las raices de la funcion

La elecccion del valor inicial Xy es importante para que el metodo sea convergente
mas o menos rapido a las distintas soluciones de la ecuacion.

-25

-3

flz) =

Puesto que W es la funcién inversa de f(x)=xe*, W(x)= f (), resulta que:

frof()=x=>W(f(X)=x, W(xe")=x

X, [W(x)e"™ =x

fof™(x)=x=f(W(x))

x=0 — W(0)=W(0-e°)=0
Entonces para { x=1 — W(e)=W(1-e')=1

x=-1/e - W(_—lj:W(—l-el) =-1
e

Para hallar la derivada de la funcion W, puesto que la funcion W de Lambert no puede expresarse
en términos de funciones elementales conocidas, vamos a derivar implicitamente en la expresion:

W (x)e" ™ =x

1
W '(x)e" ™ +W (x)eV W '(x) =1, W'(x)e"¥ (1+W(x))=1, W'(X) =
() (X)6" W () (06" (1+W (x)) O T
W'(x) = L W'(X)—; ara X#— puesto que:
"™ LW (x)e"™ "™ x| " e PITOAEE
W' _—1 = L = 1 :l , 0 sea que la funciéon W no es derivable en X=—-.
e w-rey 1 5 100 e
e -= et-=
e (5]
W'(0)= L —1—1—1 tanto, | tat te de la funcion W | to (0,0) es |
( )— W(0)+O_E_O_T_ , por tanto, la recta tangente de la funcién W en el punto (0,0) es la

bisectriz y = X.
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e La funcion W la dio a conocer por primera vez el matematico y fisico aleman Johann H. Lambert
en el siglo XVIII para dar solucidn a un tipo de ecuaciones, de apariencia simple, pero que no
admiten ninguna solucién elemental. Pero su importancia no se aprecid hasta la década de 1990
cuando se vio que la funcién W de Lambert daba soluciones exactas a ciertos problemas de la
fisica cuantica. Aparte de las matematicas y la fisica se ha visto que tiene aplicaciones en
informatica y otras ramas de la ciencia.

e Vamos a ver unos ejemplos de ecuaciones en las que aparecen potencias y exponenciales o
logaritmos y que vamos a resolver mediante la funcion W de Lambert.
El procedimiento para ello es ir transformando la ecuacidén a una expresion del tipo:
u(x)-e"® =A
para después aplicar la funcion W de Lambert en los dos miembros de la igualdad:

W (u(x)-e™) =W (A)

y aplicar la propiedad de la funcién W de Lambert: |W (u(x)-e“(x) ) =u(x)

con lo que queda: u(x)=w (A) y finalmente se despeja la incégnita X.

Ejemplo 14. Resuelve la ecuacion 2* = x + 2.
Una solucidn evidente es x=2. Pero, ées esa la Unica solucién?

Vamos a ir transformando la ecuacién en una expresion del tipo u(x) - e*®) = A para después
poder aplicar la funcién W de Lambert a los dos miembros de la igualdad: W(u(x) - e*®) = W(4)
y obtener u(x) = W(A) y ya poder despejar la incognita x.

242X =(x+2)2% , 1=(x+2)-2" , 127 =(x+2)-27 22, 22=(x+2)-27?

(x+2)

_2_2 :—(X+2).2_(x+2) , _2—2 =—(X—|—2).e|n2_
_2—2-|n2=—(X+2),|L2‘e—(><+2)ln2

, =27 =—(x+2).e A

Ya se tiene el segundo miembro de la igualdad de la forma u(x) - e“™ _ Ahora se aplica la funcién
W a los dos miembros de la igualdad:

w (_2—2 In 2) —W (—(X+2) In 2_e—(x+2)ln2)
Con lo que queda: W(-271In2)=—(x+2)In2

Y finalmente se despeja la incégnita x :

W —In2
W(-27In2) -W (-271n2) I
———2=—(x+2) , =X+2 , [X=—>— 22
In2 In2 In2
Como —In2 :—0'173286}_—1,0{:]—0'3678,0[ ehtoncesW(_Tnzj tiene dos valores.
e

_WO(—InZ _W_l(—lnz

i) i)
- -2=[-1'69| , X, = -2=\2].
Xl In2 2 In2
Comprobamos para x=-1,69 , 2% =-169+2, 0,3099269...=0,31
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El valor X, =2 se puede obtener de forma exacta, sin necesidad de utilizar las calculadoras online,
haciendo transformaciones:

~In2 1
—W( j _W(_L“nz) W (=2*-4In2 -W (-e"*"-4In2
X, = 4 o 16 _o_ ( )_2: ( )_2:
In2 In2 In2 In2
“W(-e*"-4In2)  -W(-4In2e*?)  _(-aln2) _ 4Jas
_ e 2= —2=27C0_2-4-2-[2
In2 In2 In2 73

Ejemplo 15. Resuelve la ecuacién x*e* = 2.

U2 =402 . X =142, xe?=+2 fex’zziﬁ ,

2 2

W((X/Z)ex’z):W[iﬁJ, 5:W[i£], x:2-W[i£J
2 )" 2 2 2

2

Como = —0'7071...¢ Dom(W ) = {_—1,+oo) =[-0'3678...,40) entonces no existe el nimero
real W(%]

Por tanto, x=2-W (%J , |x=0'9012...|. Comprobacién: 0,9012%.e%%** =1 999993357...= 2.

Ejemplo 16. Resuelve la ecuacion x +Inx = 3

eX
3

e

X
Inx=3-x , x=e* |, =1, xe*3=1, x-==1

e3—x

xe* =¢® | w(xeX):W(e3) , x:W(e3):2'20794...

Comprobacion: 2.20794+1In(2.20794) = 2.99999995... = 3.

Ejemplo 17. Resuelve la ecuacion x* = 100.

Inx* =In(100) , xIn|x|=In100
como X >0 para que tenga sentido la operacién x*, entonces |x| =X

e™Inx=1In100 , Inx-e™ =1In100

W (Inx-e™)=W (In100) , Inx=W (In100) , |x=e""* = 3'597285..

Comprobacion: 3'597285%%°7%% =99'9999946... =100 .
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Ejemplo 18. Resuelve la ecuacién x° = 7%.

Inx*=In7* , 5In|x=xIn7 ,

como 7* >0 entonces X° >0 por lo cual X >0 y entonces |X| =X

Inx In7 1 In7 Iyl In7
—=—, X'Inx=—, " .Inx=—
X 5 5
e nx=T e 2T W(—Inx~e"”x):W(—_ln7j,
5 5 5
_ _ w[=n?
—Inx=W( In7j , Inx:—Wtﬂj , X=¢ [5)
5 5 _
—In7 , -1 , . ,
Como c =—0'3891...¢ Dom(W ) =| —,+o0 |=[-0'3678...,+0) entonces no existe el nimero
e

—In7 ., . ..
real W T . Por tanto, la ecuacion no tiene solucion real.

n’
Si tratamos de calcular el valor de W (Tj en el programa WolframAlpha nos da un valor

complejo, W (%): 0'9624 +0'3344i .

Entonces en el campo de los nimeros complejos C, la solucién es:

-In7

X = efW( 5 ) = @ 096240344 _ 1514729 _(0'8595i|

Lo comprobamos también utilizando WolframAlpha:
(2'4729—0'8595i)5 =-12"'4904-122"'35i .

724729-0'85951 _ _ 1014874 -122'347i

Ejemplo 19. Resuelve la ecuacién x?* = e*.
Lo resolvemos por dos métodos:

e Método 1: Se toma logaritmos en los dos miembros de la igualdad:

In|x| 1 1
Inx*=Ine* , 2In|x|=xIne , 2In|x=x como x=0 j:—, xn|x| ==
X 2 2
. _ 1 - 1 _ 1 _ -1
+Si x>0 xllnx:E e nx== e'”xlnx:E , —Inx-e'”xz7

2
W(—Inx-e'”*):W(%l), —Inx=W(%1j, Inx:—W[%l), x=e_W{%1]

Como _?1 =—0'5¢ Dom(W )= {_—1,+ooj =[-0'3678...,+) entonces W [;j no es un valor real.
e
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+Si x<0

xIn(- )=% . —x"In(- )=?1, (—x) " In(—x)=—=, e'“(‘*)lln(—x)z?l,

e " In(—x)= -1 —In(—x)~e"”(‘x):2

| =

|

=1
—~

|

>
N—"
CD\

=3

|

=
N —

Il
7 N\
N |-
N—

—In(—x)=W(%) , |n(—x)=—we] , it , v _o703a67..

(—0'703467)* = 0'494865...

Comprobacion: ,
e 07037 —0'494866....

e Meétodo 2: Tomando raiz cuadrada en los dos miembros de la igualdad:
/ \/_ |X| X/

+Si x>0, |x=

e

Como _?1 =—0'5¢ Dom(W )= {_—1,+ooj =[-0'3678...,+0) entonces W [%) no es un valor real.

+Si x<0 , |X|:—

X eX/Z, ?(2_11 Xe7X/2 _1, __Xefx/Z 1, W __X 2 | =W E
X 2 2 2 2
XowlL) Ixe—2.w([L)=—0'703467...
2 2 2

1
. . . Wiz 1
Vamos a ver que el resultado anterior y éste son equivalentes: —e (2] =-2W (Ej

x=—e" x.e"=1, xw(1/2)e"P=-1.W (1/2)

y aplicando la propiedad: W (x)e"® = x

x-%z—W(llz) L x=-2:W(L/2).

Ejemplo 20. Resuelve la ecuacion 3Vx 4 Vx =30.

A simple vista una soluciéon es x=9.
En primer lugar hacemos un cambio de variable para facilitar los célculos: t= Jx
3+t=30
3=30-t, 3t£:(30—t)£ , 1=(30-1)3", 1330 (30-t)-3 ti , 3%
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330:(30_,[)'e|,1330*I , 3302(30—1:)-8(304)'”3 3 32(30—t)-| 3. g(30-t)n3 ’

W (3*1n3)
(30-t)In3) _ _ _
W ((30-t)In3-e*" )_W(33°|n3), (30-t)In3=W (3*In3) , 30-t=—1——

W (3*In3) W (3*In3)
m3 T[T m3
Para obtener el valor exacto hacemos las siguientes transformaciones:

W (3°In3 W (337 In3 W (27e"¥ In3 W ((271n3)e"?
g WM w(EFmg) W ) W(@Tm3)e™)
In3 In3 In3 In3

=30—27M:30—27=3, t=3

I3 =

Deshaciendo el cambio de variable: t=+/x , 3=+/x , 32=(\/;)2 , F=x, [x=9|.
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